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れぞれの気泡の中心を 01および 02，気泡中心間距離を L，液体中の任意の点を Q

























ミq川t) ミq以t)=〉;-tT九(c0581)+ ) ~ーτ'~~/Pn(C0582) 
ζO T}. 二oTi. 
(2.1) 





九(c058)) 1 ぶ (m+η)!(TJγ =一一一 ) ~一一一一( .: I P m ( C05 8 J)， T J < L 円+} n!Ln+l 乙_J~ m! ¥ L) 
J m=u 
(2.2) 
特に， n = 0の場合には式(2.2)は以下のようになる.
七=iEmm山 50ふ TJく L (2.3) 
ここで， 1=1の場合には J= 2， 1=2の場合には J=1とする.式 (2.2)より，式
(2.1)は気泡I周辺で座標系Iの変数を用いて次のように舎き表される.
山 I，h2号ShodI)+話相関(YPn(cosOI)





5[ = T[ - R/O(t) = 0 (2.5) 
ここで，RIOは気泡半径を表している.
気泡表面での境界条件は次の二式で与えられる.
85， =ー.!.+マIψ・マJ5[= 0 
δt 
θψ1，. ，2 一+一IV' [<P l:tい(-p∞+P[b -2σH[) = 0 8t . 2' • r ， 0 

















j:1M休州= 2 石石工1)' m =η 
= 0， otherwise (2.10) 
を用いると以下の式が得られる.
qIo=-R?oRIO 











A/RIo¥n-IJミ" (m +η)! ( RJO ¥ m+2 
9Jn = -d(η)+一一一i一 l 、gJ一一一一 I-;v 1 
(η+ 1)! ¥ L } ~O J Jm m! ¥ L J 







g[n =可宅; (2.14) 
-: RJO “[J =セヶー
Il[O 
(2.15) 
また，n=Oのとき d(η)=1.n;éO のとき ð(n)=O である.以上の式は~Iiloh(3)による
結果と一致している.特別な場合として，RIO=RJo， h[J=土1のときにはあn=9Jn
となり，91nは次のよう に与えられる.
A Jミ_ (m + n)! ( RIO ¥ m+n+l 
91n = -d(η)+一一一一、・ g[一一一一(-;u I 
(η+ 1)!問。m m! ¥ L J 
式(2.16)の解を表2.1に示す.ここで.hJJ=土1，R10/ L=1/2， 1/3， 1/5としてい
る.hJJ=1は同位相で気泡が振動している場合を，hJJ=ー lは逆位相で気泡が振
動している場合を表している.計算は式(2.16)において η=30まで考慮し，それ
以上の項は無視している.表 2.1には最初の 15項が示しである.表 2.1より係数
9JnはR10/Lに大きく依存し.91nの絶対値は R10/L = 1/3，1/5の場合にはηが大












?? ?，??， ，?，、?? (2.17) 
式(2.17)を式(2.7)に代入し，式(2.11)を用いると次のような 2個の球形気泡の運
動方程式が得られる.
( ( RlOO ¥ 37 2σ1 ， qJO 




























































































































































































































































































































































































































Rlo+d.R = d.zcosθJ + ~RJ。一(d.zsinθI)"~ ， 
( 1内 1 • ¥ 
=RIo il--d一一♂I+ d.z P1 ( COS () 1 ) ¥- 3 ~ 15 J 
f1今 2 .¥ 
+ R/O I .:-E"L. +一円P2(COS ()1) ¥ 3 ~ . 21 } 
よーRI0E4P4(COS()I)+ O(♂)RIO (2.20) 
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SI = rl -RI = 0， 
RI = R10(t) +乞R川t)P n ( COS () J ) (2.23) 




一一二-'Ih.マIS1+¥11ψ.¥1 ISI = 0 at -. . -.. . r (2.24) 
θψ 





lfJミ(ηー 1)(η+2)Rlno/___Il¥' 1 い+Yn凡(COS()J) +・}RIO l 包 2RJO -"，----， I • J (2.26) 
と表される.体積 Vlは次式で与えられる.
竹=iぬ{1+ぞと 3 (RIn}2+ }」4R31 ，乞2n+i 
" 




"3 n. 10 
.気泡の質量 を望t llすると. 気泡の~心を座fIの原点に選ぶべきであるが.気 t包の隻心とここで









件式 (2.24)，(2.25)を満足するように，未知関数 ZI，RIO， RI2' RI3，・・・・・・および
qlO， ql， ql2， ・・・・・・を決定することにより，気泡の運動方程式が得られる.
さて，気泡は最初球形を保って静止していることから.Lが大きく，気泡の運動














ql1 = - 2 
qIn MJ 2良IORIn ァー・1=一 A"IO_~Rlけー一一 一 ，.."' .../1手~~. n孟2
















3 n2 _ 1 f _ ，_ ，_ ( RJQO ¥ 37 2庁)， q JO
RJQRIO +ニRIo=一<-p∞+九+PlqO!ニι lー一二一}+一一JUρl .V . . v • • 'Y" ¥ Rlo } R
10 
J . L 
3 d 
Rlovl + 3RlovI =一τ一(RlOqJo)P dt 
f n . (η+ 1)(η+ 2)σ1 
RIOR山I川 3ばRI山
ただし，
















to = Rlc♂Ei (2.39) 
25 
R/c， Lo， toを用いて以下に示す無次元量を定義する.
r = t/to， Rio = R/o/ R/c， bi= b/ / R/c， Rjn = R/n/ R/c， 
L* = L/Lo，ω/J = RJc/ Rlc， qio = qlO/(R1c/to)， qIn = q/n/(R7ご3/tO)，




R;~ ( *ω?Iε?qh¥ 
q/l = -2-¥. VJ一つ:2-) 
q;-P叩+2{;'2RiRt nω?Jε?吋{~-1qjo1 r 一一 ..../0 ー~ Rj~ +一一一三一 } 
Jn n + 1 l-Jn' Rio Lon+1 J n~2 
勾九叩刷oR川ルi
/0 
Riovi' + 3Rj川=出子21τ(RIoqjo)L-2 dt 
( n-". (n + 1)(η+ 2)u-) RioRj~ + 3Ri~Rj~ + (η一肌;ni-RIo+ R・o'-，-J 
(2η+ 1)ω?Jε?+1 d 




















bj =乞ε?EK (2.49) 
。白




Rjo(O) = 1， bj(O) = 0， Rin(O) = 0， 
Rjよ(0)= 0，り(0)= 0， Rj~(O) = 0 、?? ??? ，?，、?• ??? ??、
を考慮すると
b /k = 0， k = 0，1 (2.52) 
R;nk = 0， k = 0，1，2，・"，n，nミ2 (2.53) 
を得る. したがって，
bj " O(d) (2.54) 
Rjn -O(E:I+
1)， η 孟2 (2.55) 
















る畳の二乗以上(例えばqlnX Rln， qll X R7n (η 孟2)の高次の項を無視すると， ε?
のオーダまで正しい以下の式を得る.
qIo=-R?okIO 
R~^ ( .!-. . . a・) 3R~^RI?VI 
qll =一乎iuI-E(m+1)出汁+ IVUJ 















j_lt い 1)plpmPnd(cosOI)= ，mzη+1 (2n + 1)(2n + 3、
2n 一 m =n-l (2η ー 1)(2n + 1)' 








? ， ? ?
?












m = n+1 
m=η ー]一








f D ，(η+ 1)(π+ 2)σI RlORln + 3R10R1n + (n -1)R1n < -R10 + 
¥. ，~~今}
t JtjoP J 
(2n + 1)d =一τ ァー(Riovo)+ G ln，は 2Ln+l dt 
ここで，
GIOR300I03ulu? =一一一一+一一一ー ーL4 4 2 
G2πρRl九o{.一 f9h勺 9R1川oR12 6RんI川J刈~ì-~RIm0R1d Iμ1 =一一一一一一，v町lrパI-:Il12 一一一一一一一一一一一一一l一 . -. l-" ¥5--'" 5R10 L3) P 
+18RMJ03R~0R.I0VJ:.1 一-・512 L3 1 
?
??
3(π+ l)vI f-n-2R10RJ(n-l) (π-1)RnF2qJ01 
In- 2 1RI(n-1) +京ゴ Rj- Ln・j 










































さらに彼らの結果にはい並進運動の方程式を用いて気泡の運動を解析している.以上の運動方程式において J=1とすると，同じ大き さの 2個の非球形気泡の運
このような扱いは，流体O(g3)以降の近似に並進運動の修正が行われていない.O(εn 動方程式，すなわち平面剛体壁近傍での単一気泡の運動方程式が得られる.
まTこ，O(ε2)以降では本結果と一致しない.そのため，力学的に一貫しておらず，それらは以下のように表される.以上の項をすべて無視すると，





















。n ( 2b R)， ¥ van v~ a~ 




(2.73) +Vr (的叫ん 3R仰)_ 6~討。 ]8R2Qo . ]均vqol一一一一一一一一一一--，一一一一 +一一一+一一一-155Ro LjjL;5L3L3 用いて以下のように決定される.
p p∞ δψ] I 空ー=一一一一一 +ih ・マIψ 一一 1 "7 1年/I~ρpθt'-' .，.，. 2' 問 +3RoR2 +斗ko+iZ) (2.78) 
式(2.78)を用いると，平面剛体壁近傍での気泡の崩犠問題において.気泡周辺(気5 d . _"". 9v~ 2 寸一(R~qo) ー」
Lg dt 泡の初期半径のオーダ)でI O(ε5)まで正しい液体圧力Pmは次のように表現される.
1例えI!.;!;貴'u包の*峨問題では εがいかなる値でも Rayleigh<'，>の繁次元胤嶋崎間 0.9147にお






PIn P∞ム(~ームrf¥ n . 1 (. . 2T1 P1 ¥ 一=一一 Ll寸号i+去すiJPn +甘い+τιJ(2bqo + 2vqo什 1) 
p p ζいri" LO" J 心o¥ LO J 
1 {-ゑ叫)qnPn + :.~ ( P1 +出1 ri ~ n -r LO¥"-r-L--j 
-vsin向{(号+号)設+(号+閉会)






Pout P∞よー[凡(C0501) . p，~(Cω 02)) ( COS 01 . C05 02 ¥ 








































， ， ， ? 、
g土弓Up+UIν， P ~ Pp + PIν 
(2.93) 元IX [7元1]= 0 
( Rlnn ¥ 3"1 
元l'[7元IJ+ Pv + PIωl云立I-2σHI =0 









81{) _ 円 1‘円。 PP-P∞ 
一一一 V/'Vjl{)十一IVjψr=一一一一一一-8t -J . J r . 2 I J r I p 粘性によるポテンシャル場からの変化2.5.2 
式 (2.84)および境界条件式(2.91)を満足するポテンシャル理論の解は，既に 2.4(2.86) マ1・迂Iν=0
ここでは 2.4節の結果を用いて，粘性によるポテ節において導出されているため，(}Ujv . .， I司噌 pjv、
Lニ+マ/(Upr• i1/ν+ー )=ら XW]-v¥1jXWjθt 、yρ / -Y' ただし，I粘性による変化霊×気泡のンシャル場からの変化賞召jv，Plν を決定する.(2.87) 













(2.89) 笠~+マ] X (Wj Xら)+ v¥1 j X (¥1] X W j) = 0 8t . J •• ¥ - J •• -}'T 
ここで，e/rはrl方向の単位ベクトルである.式(2.95)の回転をとると渦度Wlは
















Ulν. ¥1 /51 = 0
「明 R~~+l n (1'1 _ ，， ~ 1 














ノ2T1n 8TIn vn(n + 1)TInδ ( R~o~/O TT~ i =0 一一一 一一一…θTjθt TJ δTI ¥. TJ 什 n)-v (2.99) 
ポテンシャル理論により得られた速度ポテンシャルψおよび式(2.95)を式(2.93)
に代入し，並進運動および変形に関する量の二乗以上の高次の項を無視すると
Tln(R10， t) 2(n + 2)qIn6RInqIO 
一一-RIO - R~:3 ' Rt 10 A~/O 


















f ( RIO ¥ 3"1 2σ1 4νRIO 









? ?? (2.103) 
d 11 _. ¥ _. d (Q JO ¥ C D ~勺“_ ~ (∞TI1 . 7.! ;pV1bV/r I -ρV1b"'J:'"! ';云 I+~イ均oPVlrlVlr卜 hμκ10 I _;，ふdTIdt¥'2'''JU-JTJ ，. JUdt¥L2j' 2 --JVr -..，-.， -.--JvJRro TI 
fToAIOぷ{(守)3_1}(守)わldTI+ GIl =。 (2.104.) 
f ~ ;.， ，2ν(n + 2)(2n + 1n
RIORln + RIn ~ 3RIO + ' n/' . / ~l--JV' RIO J 





J /(ro I 1 
? 、
?































Cn =~. 1L = 2RlOIVl1'l 
ι 一一- R 一一一一一一-v-_、 ， '-e 岨由

























式 (2.23)の気泡 1(1=1，2)表面を記述する関数RIQ，R1n(η= 2，3，.一)および気


















ここで.uf = 1¥7 ICPl2である.
式 (2.107)，(2.108)を用いて Lagrangianをc=に-uと定義すると. Lagrangeの
運動方程式は次のように表現できる(17)(18)
d /θ乙 ¥δ乙 θ:F
-:-1一千ー l一一一一=一一戸ー‘ η=0‘2.3. 






微小量まで考慮する必要がある.qln (η=0，1，2， •• • )は次式で与えられる.
















ぞえf3(η+1 )RIORIORI(n-l)RIn . 9ηR?oRI(n-1)RIn 
おl (2n -1)(2η+ 1) 
. 
2(2n -1)(2η+ 1) 
3nRI(n-1)R?J1qJ0) 
2(2η ー 1)Ln+1 J 
Jミ(3(η+2)RyoR1(n+l)Il1n 3ηRI(n+1)RUlqJ0) 
包 l 2(2η+ 1)(2n + 3) 2(2n + 3)Ln+l J 
(2.113) 
qln = 一旦~Æ良川生出丘一手 (mH)!RX1qJm川 ll Rio hom!(ト 1)!Lrn+n+1 
3内(n+ 1)R[(n_l)V[T 3n(π+ l)R[(n+l)Vlr ) -k n孟2
2(2n -l)RJO 2(2n + 3)Rlo J' 
(2.1 14) 
詳細は省略するが式(2.112)-(2.114)を式(2.4)に代入して少を一般化座際の関























ー +ρマヤ+(マp). (V'<p) = 0 
8t 
(2.115) 







、 、? ?， ?
?
?





? 、 ????? ???? 、????????， ?， ，?、
式 (2.115)，(2.116)を線形化すると次の波動方程式を得る.









<P=ψ1 (Tl， t) +ψ2(T2，t) (2.122) 
と表現される.したがって式(2.120)は次のように表される.
{ 11 θ2 1 8 (_2 8 ¥ 一一一一一I-hI=o，I=I，2α∞θt2T?8TI¥T18TI/γ (2.123) 
このとき気泡表面での境界条件は 2.3節の式(2.6)および




( Rrnn ¥ 3'1 2σ 
Plw(t) =れ +PIω|二三L i -一一




fP/"， dp Plw -P∞(. 1Plw-p∞ t ¥._PIω-P∞ 













式 (2.128)を式 (2.6)に代入し， 1/L2， 1/(α∞L)を含む項およびそれらより高次






































Fll = -RIOF10 
なる関係が得られる.これより
a・ .I •• 
F Il = -R70(2RIo + RloRlo) 
となり I FIの関数形が次式のように決定される.
FI = R10((/-)IR.IO((1ー )ー ム{RIO((叫ん((1-)+ 2良川(I-)}ILα∞』
式(2.131)を境界条件式(2.7)に代入すると，以下の関係式が得られる.
1ム +EAlfJOIRioPIw-h-o 一一一 一一一+一一一一ー ーR10 . a∞ rr=Rro l L JrJ=L. 2 P 
ここで，FIolrr=Rr。は，相互作用および圧縮性に関する項を無視すると，









含んだ2個の球形気泡の運動方程式が得られる.( ~ t )リ 3 [ d的ωI川刈州0“山ω(れt) ヲ1トト一一一 一ん (t山
2 l 
L. ，. RJo((Jl) +~Ip∞ +p 一一一一{RJo((Jl)RJo((JJ)+ 2Rjo((JJ)} 
P∞l ∞ L 
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ロ=f. {qJ~~t) + f三n学金丸mUh，1/J[)} 、? ?? ????， ， ?•• 、
ここで，
九m(BJ，ψ[)= pJml(cos B[ )eimψI (3.2) 
式(3.1)において，q[O' q[nm は tを変数とする未知関数，九m(B[，ψ[)は球面調和関
数を表している.式(3.2)のpJml(cos B [)は Legendre陪関数， tは虚数単位を表し
ており，m=Oの場合 YnmはLegendre関数 Pn(cosB[)に帰着する.そのため，軸
対称問題の場合には，m=Oとすればよい.式(3.1)中の 91O/T[は気抱 Iの半径方
向の運動を，q[lm/T~ は気泡の並進運動を ， q[nm/T7+1 (η 孟2)は気泡の球形から
の変形を記述する速度ポテンシャルを表している.同械に気泡表面を】うm を用い
て次のように表現する.
S[ = TJ-R[ = 0 
R[ = R[o(t) +乞乞 R[nm(t)iう，m(B[，1/J[) (3.3) 
n=2m=-n 
ここで，R[oは球形モード，R[nm (η=2，3，・…)は球形からの変形盛を表している.
Rllm (m=-1，0， 1)成分は移動座標系を用いる場合には， 2.4.1節での議論と同械
に，球形気泡Iの中心OJの各方向の移動毘をd.x，d.y， d.zとするとき




















GI=+町付lmlE+dEe+iplm|Eψ }eimψIょこl mい TI' dB[ '-Ifl ' sin B[ ψIJ (3.5) 
平均曲率H[は式(3.3)を用いて





qi;:m = qJnm + qJn(-m) 
(.)γ 、
qi":m = tlq[nm -qJn(ーm)}






おける極座標系 J(I i= J)の変数を極座標系 Iの変数に変換しておく.球面調和関
数に関する以下の関係(7)を用いると





? ? ???， ，?? 、
ここで，




包=全 土凶主国!y (伽向ん川川J山M油 ，'It /訓川川ψ如如州IυルJ)が戸】じω二い'nm(札8伊0針ωM川/，川，'It /刈ψ街州Iρ)
n=om=-n L?j1(π+ 1m!)!戸，~ nm 
T/ < LJJ (3.11) 




εIJ = Rlc/ L/Jo 






TI = TJ/RJc， LjJ = L/J/L/Jo，ω1 J = RJc/ R1c， 
qIO = qlo/(Rlc/to)， qInm = qlnm/(R7:3/to)， 
〆 =ψ/(R~c/to) 、 、 ? ? ? ???????， ，?、
式(2.39)，(3，]])，"(3.]3)を用いると式(3.])は次のように無次元化される.
ψ・=4F+乞乞告告九m(8I，ti) 
， 1 n=1 m=-n '/ 
+去を土 (ε??1ωif;oT;n(n -1m!)! 
=1n20m=-n l L;ア1 (π+ 1m!)! 
52 














? ???? ? ? ??? ?
?? ??



















ー???? ?，???? ?〈 ?? 、??， 、????，? 、
ここで，
CJO =一三1空!?MOIlJ川 、 、?，?《?? ?• 。?， ，? 、
C 110 = g_川内ふ qJ1 m Y1 m ( 81J ， t1 J ) P1(ω 川
川=耳7-uーと1 L~J 
、 、? ?， ，????? ? ??
， ， ?
•• ? 、







し，変形に関する置のこ乗以上(例えばqlnmX R/nm， qllm X R7nm (η孟2))の高次
の項を無視し，球面調和関数の直交性に関する関係式




ν=n十 iμ=けZ(η-Iml)!(2η+ 1)(2n + 3)' v 山 I .， f.I 
4π(η+ Iml)! 
= (η ー Iml-1)!(2n -1)(2n + 1)'ν = n -1，μ=m 
= O. otherwise (3.20) 
Io~ {102~ Yll九μ九州s川崎
4π(η+ 1m!)， 
一一(η ー Im!)!(2n+ 1)(2n + 3)'ν = n+ 1，μ= m -1， m尋 1
4π(η+ 1m!)! 
= (η ー Im!)!(2π-1)(2n + 1)'ν = n -1，μ= m -1， m孟1
4π(n + Iml + 2)! ‘ 
= n+ 1，μ= m -1， m 豆O(η-Im!)!(2n + 1)(2η+ 3)' v - ，. ， . 
4背(η+1m!)! 
ν= n -1，μ= m -1， m ~ 0 
(η ー Iml-2)!(2π -1)(2n + 1)' 
= 0， otherwise 、? ?? ??????， ， 『?、 、
fo~ρ宵~ {fo2~ 円(←川-
4宵(η+lml+2勾)戸! 
=η+ 1，μ= m + 1， m孟O(η-Im!)!(2η + 1)(2n + 3)' 
一 ・ 4π(n + 1m!)! 
ν= n -1，μ=m+l， m~O (η-Iml -2)!(2n -1)(2η+1)' v-，. . 
4π(η+Iml)! 
= n+ 1，μ= m + 1， m ~ -1 (n -Iml)!(2n + 1)(2π+ 3)' 
4π(η+ 1m!)! 
=η-1，μ=m+l， m ~玉 -1(η-Im!)!(2n -1)(2π+ 1)' 
一
= 0， othcrwise (3.22) 
54 
{~( (2π/θ目。θYνμ1θYlOâY~u ¥";7 .， ) I {I (V~一一一+-.-')-一一一二二三庁nmdψI~sÎn8Id81o lJo ¥ aθIθ8/ . sin281θψIθψl}-nn'-TI J 
4π(n + Iml + 1)!(π+2) 唱
ν=n十』 μ=m
(η ー Im!)!(2n+ 1 )(2n + 3)' -一 I - J r-
4π(n + Iml)!(nー 1) 唱
ν=n-l μ=1九
(n-Imlー 1)!(2丸一 1)(2η+1)' - -， r 
= 0， otherwise (3.23) 
{~( {2宵/θYlla九μ1θYla}仁¥"i"7 .， 1 I ~ I I -:.^U -:':1' +ー す一一一一」lYnmdψ/ ~ sin 8/d8/ Jo lJo ¥ a8/ a8/ . sin': 81θψIδψIJ-.....-r'J 
4π(n+lm|)!(n+2) ，一v=n+1. μ=m-1. m~l (nー Iml)!(2n+l)(2n+3)' - --，-， r ..- -， 
4π(n + Iml)!(η ー1) = n-1，μ= m -J， m を l
(η-Iml)!(2n -1 )(2n + 1)' 
471'(η+ Iml + 2)!(η+ 2) 
=π+ 1，μ= m -1， m ~ 0 
(η ー Iml)!(2n+ 1)(2n + 3)' 
4π(n + Iml)!(n -1) 
ν=η-1，μ= m -1， m c: 0 
- (n -Iml-2)!(2n -1)(2η+ 1)' 
= 0， otherwise (3.24) 
(ftγ竺己i笠ι+」一也回生斗Ynmdψ1~ sin 8/d8/ んlん ¥a8/ a8/ 'sin2 81 θψIθψ1 ) -nm-Tl J 
4π(η+ Iml + 2)!(n + 2) ， v=n+1，μ=m+ 1， m孟O
(η-lml)!(2η +1)(2n+3)' 
4π(n + Iml)!(n -1) 
ν=π-1，μ=m+l， m>O 
(nー Iml-2)!(2n -1)(2η+ 1)' 
4π(η+ Iml)!( n + 2) 一
v = n + 1.μ=m+l. m<;:-1 (n -lml)!(2n + 1)(2η+3)' ，F ， 
4π(η+ Iml)!(n -1)υ 
. v =π-1.μ= m + 1. m";:-l (n -Iml)!(2η ー 1)(2π+1)' ，「，
= 0， otherwIse (3.25 ) 
を用いると，q/o， q/nm (n孟1)は
qIO =一時。RJO (3.26) 
03 












よηRZ1qJo(η-1m!)!" I/') _1. ¥ t T." 1 )~二三L子三 iYnm(θlJ，'O/) + Flnm~ ， 乞 L7;1 (n + 1m!)! ~ "'¥-''' T SoII • ~ ".." J
)~I 
η~ 2， -n 妥 m~五 n
と表される.ここで，
ιqJO (1 -Iml)!ー
= Vl 一)~一一一一一一寸Ylm(8/J， ψ/J)， -1豆m ~ 1 
mr - "'1m 乞 L~J い +1川!)
N 
F1l0 = -5~10 {R120VI0r +3R12(ーI)Vl1r+山 lVl(-l)r}一ECJ10
九(土1)=一式{3R/2(:H)V肋ーんOV1(~I)r + ]日12…
N -εCJ1(土1)
3n(n + 1) f 




















式(3.15)を式(2.25)に代入し.ql0， qlnm (η孟 1)ならびに式(2.63)-(2.65)の導
出と同様の近似を施すと以下に示すような N個の気泡の運動方程式が得られる.
( ( RIOO ¥ 3.， 2a) 
R山+戸10=計-Poo+ PV +川 EF)-EZj
+計(琵)+ GI0 (3.34) 
ぶ3(1ー 1m!)!d (RIOQJO¥7 11¥ -' ¥ i 
R10Vlm + 3R州 m=71-(42EY17481JJIJ)l会~ (1 + 1m!)! dt l L7J -W'¥-'J' TIJ/ J 
+Gllm， -1 ~ m ~ 1 (3.35) 
( n . (η+ 1)(η+ 2)σI 
RIORlnm + 3RI0Rlnm + (ト 1)RI叶-RIO+R?op j 
よ(2η+1)(η-Im!)!Y nm(O/)， 'O/J)d 
〉:.1???(R?oqJo)乞 (η+Iml)!Lir d 















Vjx = Vl1 + Vj(ー 1)，VJy = i(Vll -VJ(ー 1))'VJz = V10 
デカルト座標表示に変換してみる.
ここでは，気泡振動は微小であるとし，個々の気泡の並進運動および変形を無


























Vjxr = Vjx -Ulx， 
?
??











UJy = L ;v sinOlJsin ψ1J 
1=1 JJ1J 
1~1 
(3.45) (I"# J) 
(I"# J)， 
ZIIZELJ3γ(p∞ -pV) +知(y-川
P l Ak ) 
(3.41) Vlyr = Vly - UJy， 
A，Bはと
bJJ = 0 
alJ， blJ (I， J=1， 2，・.，N)を成分とする行列AおよびBを定義すると，
もに実対称行列となる.式(3.44)の解を次のように与えると
(3.42) 
よ qJO ~ 
UJz = L r:2COSt1IJ 
1=1 .LI1J 
1# 
Vlzr = Vlz -U1z， 















次形式は常に正となり，行列Aは正値対称行列となる.行列Bは明らかに，bl/ > 0 
ならば正値対称行列となるため，bII > 0 ならば式 (3 .47) は N個の正根 oî ， o~ ，...01 







奇=t[~I'~2' ・ ， ~N'~I'~2' …・ ， ~N] (3.49) 
と変換すると，式(3.44)は
? ?? ?? ?? ?
????
? ?? ?????? ????? (3.50) 
と与えられる.ここで，EはNxNの単位行列を表している.行列 Dの固有値入d
は， c-1(=一B-12)の固有値丸と次の関係がある.





ー 1 I M ん=一、l-T，7=l，2.---J






~ (3ε2+3ε3+ε4)土J(3ε2+3ε3+ε4)2+ 32eI 
(4.5 = • 
fσ(3γ ー1)i
M = pR~ t何(p∞一九
2Re Re Re Re 






は， 200C水中での気泡振動を仮定し，p∞=101.3kPa， Pv=2.337 kPa， p=998.2 kg/m3， 






















~ ~ Jt? 
二~ I ~-_明暗町""_


























きる.ここでは，気泡 Iの中心の XI，YI，ZI方向の移動畳を bl:r，bly， blzとし，変数
blm (m=一1，0，1)を
bI:r =f iblu 
bIO = bl:， bI土1= 一τ~ (3.54) 






に=主に1・に1= ~ J 1
1令dA (3.55) 
u=2UI'ぃ -J (Plb-Poo)dV1 + 0" J 1
1 
dAI + const (3.56) 
ア=む1，ア/= ~J LI主的 (3.57) 
また，式(2.]10)，(2.111)と同様に Lagrangeの運動方腹式は次のように与えられる.
d (8L ¥ 8L 8:F -， ・岨幽白園副圃・回』同・・・ ，--・E ・-ーーーーーー 今・・ --園周開聞晴剛鴫凶圃.幽圃.
dt ¥δR1nmJ 8R/nm θiZInm' 
η= 0，2，3，.・ ，-n 妥 m~玉 n












( ( RIOO ¥ 3.， 20" 1 
R/oRIO +戸/0つt-Poo + Pv + PIω¥ -R;ov ) 一副




18v ぶ3(1-1m!)! d (R/oq JO v I ^  " 1 
R10Vlm +ば IOVlm+おりImr=訟(1+ 1m!)!副勺7Ylm(OM叶
+Gl!m，ー1~ m 孟1 (3.61) 
(.， n . 2v(n + 2)(2η+1)1 
RI山 nm+ t3RIO + -¥. . R~:-" .-， JRlnm 















Dk =:;:一ー， χek = ， κ= x，y，z 
凡 ek V 
(3.64) 
































(-;. /~ ¥ RlO((I-);;' /，. ¥1 



























rl . rJ 
















(会)TI=RIO = (3.72) 
となる.いま，変動圧力場の波長および周期を九およびTe(=九/a∞)，気泡群の
代表長さをLe(入e>Le)とし，無次元量
fe = Le/入e，0・=θ/入:， V=φ/(足/Te)，rj = rJ/ Le， 
Rjo = RIO/ Le， t*= t/Te， Tj土=TI土/Te (3.73) 
を用いて，争をfeで展開すると
d0・(t*). /"¥1 2 













θψ1，.. 12 ー+~1 \7 1ψ1" + hlw = 0 at . 2 (3.76) 
を用いる.なお，式(3.76)のhJwはTaitの状態方程式(2.118)を用いると次のよう
に表現される.
P∞+ B (fPlw( t) +B¥号! ， 1 hJw(t) = 一一一一一~( rJ_W ¥ "， 'D - ) 一1~ (3.77) 




i主-z;旦l +2124 -主主-<T = hlw 






， 1， _ _ .!...::.. .:.3 ・
F10ITf=RIO = ~(2RI出oRJO+ RJo) + R10(h/w +φ) + R/o(九Iw+φ) (3州
なる関係が得られる.式(3.79)に式(3.68)を代入すると






0= ARIORIORIO + ;;ARIo -ARIO(h1w +φ) 2 
ここで，式(3.80)と式(3.82)の辺々を加えると
13 l¥ .:.3 
FIol.r=Rro = (A + l)RIORIORIO + (~A +ー )R"i。'2 . 2ノ






~ RJo( (J 1) (n t'^ ¥ n t'^ ¥， n n2 I，^  ¥) 芸寸ア~RJo( (J/ )RJo( (J/) + 2.k~0( (Jサ
(. ，1. "RIO(t)) 
= ~ 1 + (トA)ゴごHhlw(t)+②(t) } 
R/O(t) +τご{hlw(t)+φ(t) } 
ここで，
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6.ψ=0 (4.] ) 
を満足する.気泡表面を Sb・岡IJ体墜をSw，無限遠方をS∞とし，原点、Cから測っ
た液体中の任意の位置ベクトルをOとすると，境界条件は
dψ1，.- ，2 ー=ー|マψ1+て(p∞-Pb+ 2σ}f)， 。ηSb









計算方法4.3 dQ 円dt = VI{J， ( 4.3) on Sb 
式(4.7)の境界積分方程式を解くために，剛体壁および気泡表面をそれぞれ
一定要素を用.Vw個および Nb個の境界要素に分割する.境界要素としては，

















1 ~ h五Nb+ Nw， 1 ;;i五 k~五 Nb+NwL:A)kUk = B)， 。は節点(関数値を代表させる点)での立体角を表す.軸対称問題の場ここで，
ここで，
合lこは式(4.6)をψ方向に積分すると次式が得られる.






Nb + 1 ~ k~玉 Nb+Nw
on rb， 




1 ~玉 k 豆 Nbon rb， AKC(M;T.，z・)dL一A)k ( K(m.)¥ G(r，z， 
( 4.10) Nb+ 1 喜三 k三五 Nb+ Nw 




cp(rj，z))+εL _~δ(r) ， zj;r. ， z. )ψ(r. ， z. )dr. 
k "1 tヒ1 • 
on rb， 1 ~ j豆Nb









???、Nb + 1 ~玉 j 孟 Nb+Nw









e = 2r.!-[ K(m.) 1 一一一' 、
πθn. l ver: J 
_ nr_ f (r+r.)(rー r.)+ (z -z.)2 1 
iE mg)-IC(m.)} 7r.;d: l (r -r.)2 + (z -Z.)2 ....V...J H V'..J  
+η2(z -z.)r. E(m.) 一πd..;d: 1 -m: (4.12) 
ここで，E(m.)は第二樺完全惰円積分を表しており，次のように与えられる.




























dψk ] I 2 2 --=一(V~k+りふ)+ー (p∞-Pb + 2σHk) dt 2 ρ (4.16) 
と表現される.また，式(4.3)を T方向および z方向に分解すると以下の式を
得る.
drk 一 =vnknrk - Vtknzk' 
dt 
(.L17) 
dZk ~ = Vnknzk + Vtknrk dt -" (4.18) 


















と近似する.次に，点 Qkにおける接線方向速度 Vtkを，点 Qk-1，Qk間の距離を
Ik-1，点 Qk，Qk+1間の距離を Ik. 点 Qk-1，Qk， Qk+1における述皮ポテンシャル
の値を ψト 1，ψk，<?k+1とするとき以下の式で近似する(11)
79 













? ?? 'Vn 
2 
1 18η， η， θn室、
= 一一(-=-ー+ー ι+一ニl2¥δT T θZ ) (4.21) 
ここで，ー(8nr/8T)一(δnz/δz)はT-Z面内での曲率であるから，これを H_と
すると，点、Qkでの曲率Hkli，以下の式から計算される.
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R10(0) = RIOO 
blm(O) = 0， -1豆m 豆1
83 
R1nm(0) = 0， n孟2，-n壬m 孟η
R10(0) = 0 
V1m(0) = 0， -1孟m 豆1
R1nm(0) = 0， η 孟2，-n豆m豆n (5.1 ) 
また，結果は主に以下lこ示す無次元重を用いて整理する.
t* = tf;o万/Rc，Ri = R刈1/川R恥川刷肌o仏， Ri九;ゐ0=Rん州10/川Rん恥川川跡o∞o仇， b仏;いm= b九川川1m，打バ7ηn/R100川刷肌o仏， 
R爪;λnm-哨Rん1n加 m/Rげ7
σ.σ/(Rcpo) 













Liquid pressure at i凶 nity(p∞) 
Sa1u日tedvapor pressure of water (Pv) 
Polytropic index of noncondensable gas (γ) 1.4 
Viscosity of water (μ) 
Density of water (ρ) 
Surface tension (σ) 
101.3 kPa 
2.331 kPa(at 20 OC) 










図 5.1および図 5.2は平面剛体壁近傍での単一蒸気泡 (P1gO= 0)の崩犠の様子
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なお，以下の解析では本理論の適用限界を考え， I(R[ -RIO)/ RIOI ;豆 1/3の範囲で
計算を行う.
t後界要素法の喝合には.気泡の数を N. 気 t包 1 個あたりの要~の分31J~ を N.とすると . [N N.] 
































Present method 0 
0.8 0.9 1.0 
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~ 5 0 
~ 1. 5 
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Pt = {-(令官)-手-qO(守一義)}Pl (5.4) 
を得る.qlおよびれはそれぞれO(ε2)の近似では，
1=子(v-1~) 、 、? ? ?，，?? 、?，?、
d一星生1 - L~ (5.6) 
と表すことができ，また，気泡がわずかに楠円形になっているときには，R2> 0 
であるから Tlは01勾180。側で次のように展開できる.
Tl = Ro(l +孟)， (0 <ム<t::1) (5.7) 
式(5.5)-(5.7)を式(5.4)に代入し，式(2.73)を用いると Ptは次のように近似される.




























6. 0 w 
g; S. 5 
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• t=l. 000 3. 5 i 































































































































































































































































































????， 、?， ，?， 、 、
(5.14) 











f2(1一九)1...-3 RO~ =百三五l-'3 rVI (RoJ - 1) 
0.6 (5.]5) 有3_ IC3"Y) +州53-R51)13(γ_1)'-'" -'" l' --\'~U .~U 'J 





f3 [1 .ng/2(1 + ，?RO)l/23n 
V 2ん (1一局)1/2 …0 


































(1 + f.)E:CRo r F .， F. • ^ ~ n ...._.1 




Pmax -1 4 f. ， 4(] -E:cRmin) Tr 1 一一一一一一一= ~ < ] + _:_ -~"'''.: H c > 
POmax -] 2 + E:cRmin l-， 3(2 +εCRminr-V J 
105 
..... ι
























1.3 %減少し， 1.019になった.岡1体壁の分割数は，C，D聞は Tに関して均等に 15
分割.D，E間は 3~玉 r ;g;;; 9の範囲を均等に 20分割. 9 孟 r~五 15 の範囲を均等に 10
分割し， E，F聞は zに関して均等に 5分割， F，G聞は Tに関して均等に 15分割
とした.なお，以下の解析ではσ=0とする.
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ôTI 冷2T/~ .: ôT/~ I R~ー\ (ぅR~nR山) TI 











視した場合の蒸気泡の崩壊の械子 (e=RIOO/Lo=] /5)である.図 5.29はε=1/5の
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での気泡中心の初期座標 01(XO，Yo， zo)は.(2.5， 0， 2.5) .図 5.34(b)では， (3.75，0， 
2.5)である.この問題は鏡像の関係から，初期気泡中心が点 01，点 02(-XO， Yo， zo). 





















z 1 (a) z t (b) 
t=O .〆 t=O 
@ 
0.640 0.630 




-p(1 + 1RjO) L 3 守
+. :P/ι(Rf-R7)+与 (R;f-RZ1)l(γ一1)、JV -J V /. R /00 ¥ J U J U ， J 
ここで，








































































































ない.気泡 1は，図 5.36の場合と比べて z方向にいっそう引き伸ばされ，気泡中
心は気泡 2の方向にわずかに移動していることがわかる.











壁上の点Qでの圧力 Plwの時間変化を表している.ここで， Case 1は単一球形気
泡の場合， Case 2は2個の気泡の場合， Case 3は一直線上に等間隔に分布してい
る3個の気泡の場合， Ca.se 4は正三角形の 3つの頂点とその中心に分布している
4個の気泡の場合， Ca.se 5は正方形の4つの頂点とその中心に分布している 5個
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一方，図 5.46の気泡 2は，気泡 1ら，岡'1体壁の反対方向にくぼみを生じている.
の方向に引き寄せられながら一回目の収縮および膨張を行い，最大膨張時の変形















図 5.48は，図5.46の場合(実線)ならびに図 5.46の条件で気泡 2のみが剛体壁
近傍に置かれた場合(一点鎖線)の剛体壁の中心Cにおける圧力の時間変化を表し
のため，
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図5.46平面剛体壁近{労で直線状に配置された 2個の気泡の挙動 (RlOo=1mm， 
R2∞=360μm， Plgo=0.12， P2ω=0.1226， LC1=5， LC2=5/3) 
ー
t=O t = 0.5132 t = 0.8814 
0.2376 0.5692 1.0190 
恒国4 0.3351 0.6110 1.0712 ι4 
c.o 0.3976 0.6568 1.0960 
0.4498 0.7256 1.1131 
0.5132 0.8811 1.1212 
777777777777777/////////777/// /////////////// 
( a)一回目の収縮過程 (b)一回目の膨民過程 (c)二回日の収縮過程
図5.'17平面剛体壁近傍で直線状に配置された 2個の気泡の挙動 (R1∞=lmm，
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刻I(12における気泡 1の情報が必要となる.時刻 tkにおいて (12は





にあてることにより R1o((12)， R10(ぐ12)，RlO((12)を求め，加速度 R20(tk)を計算す
る.各時間ステップにおいてこの手順を繰り返し，時間積分を行った.
初期条件は次式で与えられる(14)
RIO(O) = RIOO (5.26) 
2a∞ r (PIω(0) +B)去!. ，1 
RIQ(O) =一一 I{ ト | κ-1 L l P∞+ B J -J (5.27) 
ここで.B=304.7MPa(15)，κ=7.15(15)， P∞=101.3 kPa，ρ∞=998 kg/m3とすると，式
(2.119)で定義される音速は α∞=1478m/sとなる.なお，以下の解析では， σ=





01 t， (12 tj tk 
Time一→ー
図5.50時間遅れ
時刻 h において，時刻 t. の情報はすでに~を通り過ぎており.時刻 (12

























































図5.51 (c)気泡壁速度の時間変化(RlO=1mm， Pgo=0.01，ε=1/3，ω=0.175) 
RJOはVPoo/p二で，良20はWVPoo/p二で無次元化されている.
10-3 


























PgO w Plw P2w Rebound 
times of 
bubble 2 
0.01 0.381 1.37x 103 5.27x103 2 
0.234 1.42xl03 6.31 X 103 3 
0.175 1.43x103 6.64x 103 4 
0.140 1.43x103 6.63 X 103 5 
0.117 1.43x103 6.25x 103 6 
0.001 0.253 2.89x104 0.984x 104 4 
0.207 2.88x 104 1.04 X 104 5 
0.178 2.87x 104 1.06x 104 6 
0.156 2.87x 104 1.07x 104 7 









R'lO ¥ 司 ¥ '" 
0.5 













10・I / A ， ¥ 、
10・2
10・3。 0.5 1.0 1.S 2.0 
Time-ーー
図5.52 (a)気泡半径， (b)気泡壁圧力の時間変化






撃圧力は 2.5X 102GPa(気泡 2 の最大速度は ~fach 数約 4.8) に達し，その後の再膨
張時の半径は初期半径の約 ]60%にまで達している.このように，気泡が激しく
収縮する場合には，圧縮性による気泡運動の減衰が重要な役割を示すことになる.
















R100 w Plw P2w 
ロ1町1
10 0.173 1.42x 103 6.85x 103 
1 0.175 1.43x 103 6.64x 103 
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図5.53 (a)気泡半径， (b)気泡壁圧力の時間変化




































































0.5 1.0 1.5 
Time -一←
図5.54 (a)気泡半径， (b)気泡壁圧力の時間変化
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2.0 。 0.5 T 1.5 図5.56 '1回目のリバウンド時の街猿圧力と初期気体圧力 (PgO)との関係
図5.55 (a)気泡半径， (b)気泡壁圧力の時間変化
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{川)1Tl I~\ n I~\ ， 3 f， 4RJo(t)1 n2 トー ~ }RIO(t)RJo(t) + ーい一τ}k~o(t)J -'V" .v" 2 l 
r_ _ _，_ ，_r ~ • _ RJo((JJ) +ー Ipo-Pa sin 2πんt+p∞一r一{RJo((JJ )RJo( (JJ) + 2Rjo( (JJ)} 戸。
RJo(t)d ( 1.¥. ， _r .，1 -PJw(t) ーコご~t{PJw(t) + Po. sin 2πんt}J= 0 (6.2) 
ここで，
(_ _ . 2σ¥ ( RJe ¥3，. 2σ4μRIO(t) 




•• ， ， ?
。???， ，?、
P∞= PO -Pa sin 2πfdt (6.4) 
と定義すると，式(6.2)は，あたかも気泡がー械に変動している無限遠方圧力場の
中に置かれていることを表していることがわかる.また，駆動圧力 (Po.sin 2;r fdt) 
と相互作用に起因する圧力変化をもとに以下に示す圧力を定義する.
RJo((JJ) 







R10 = R1e(1 +ご1)， <1 < 1 (6.6) 
と微小振動しているものとし，式 (6.2)の線形化を行う.以下に示す無次元霊を
用い
t. = t{r:o万二/R1e， (j1 = (JJ";:;!p二/R1e， Rjo = R10/ R1e，ω= R2e/ R1e， 
ε= Rle/L，ら=aoohjPo/ Poo， P: = p/PO， p~ = p/PO， 




+[去(wM+N)+作(ω+ご)+ (1 +去)}]Z<3) 
+{ω2M+斤+去(1+ω)(市+斤)+ 16tL2 }~(2) 
+{MNjア2+州+ー、)(M+N)>と +MN< = 0 (6.8) 
ここで，
M = 3γ(1一九)+ 2σ(3γ-1) 






+[去(ωM+ N) +4μ(ω(ω+去)+ (1 +去)}] ~3 
+{ω2M +斤+ご(1+ω)(疋+斤)+1叶X2
α~+仰+ Ñ)}~ + M N = 0 +(MN(ア). 17'; (6.9) 
2個の気泡の固有振動数は，式(6.9)の解として得られ， α∞→∞， μ→ Oとする
と非圧縮性・非粘性流体中での 2個の気泡の国有振動数(16)が得られる.
図6.1にω(=R2e/RJe)に対する 2値の球形気泡の固有振動数の変化を示す.実
線は ε=1/5，一点鎖線は e=1/10，点線は ε=O(単一気泡)の場合を表している.用
いた物理定数は表 6.1に示されている.ポリトロープ指数は代表的な単一気泡の
解析に用いられている値を採用しているの.(8)れ7)-(J9) 図6.1から fJNは初期半径
の大きな気泡 1に，hNは初期半径の小容な気泡 2の固有振動数に対応し， e=1/5 
の場合にはω孟0.6，ε=1/10の場合にはω孟0.8程度になると固有振動数に相互









(1:メ J)，~ (R1eRJe)3 α1J = --r 
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(I f:. J) bJJ = 0 号 f~ I ¥.2σ(3γ-1)l blI =定例(Po一九)+ -， J 
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Sound speed in water (α∞) 
Intitial equilibrium pressure (Po) 
Saturated vapor pressure of water (Pv) 
Polytropic index of noncondensable gas (γ) 
Viscosity of water (μ) 
Density of water (p∞) 




と仮定すると，気泡 1の情報が気泡2に到達する時間は長くても 1/(147.8xε)μs 
(> (12)となる.一方，気泡 2の自由振動の周期は約 3xwμ5(1/hN .， ω/ ftN .， 
3xωμs， ftN .， 330 kHz)であるため，気泡2の自由振動の周期と時間遅れとの比






柚 00 .... 
(6.12) 
は単一球形気泡の理論(20)，(21)では
Pa sin{2πfd(t + R/O(t)/α∞)} (6.13) 







合には気泡振動は周期 TI(I=1 :気泡 1，1=2:気泡2)の振動となる.周期 TIは
音場(強制振動)の周期九の整数倍となり，次のように表現される.
Tr = mTd (6.14) 
さらに周期 TIはそれぞれの気泡の自由振動の周期Tff(I=1 :気抱 1，1=2:気泡
2)の整数倍にもなり
166 
Tr = nTf (6.15) 
とも表される.ここで，比n/mはいわゆる共振の次数(8)に対応し.m=η=1の場
合には"主共振ぺ m= 1， n=2， 3， . . .の場合には"ハーモニック振動ぺ m=2，3，・ 1
η=1の場合は"サプハーモニック振動ぺ m=2，3，"'， n=2， 3，'..の場合には"ウル
トラハーモニック振動"を表している.
計算の初期条件は次のように与えた.
Rro(O) = Rre 
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0.10 ニック振動は気泡1の主共振の影響を受け，!d/ hN=0.3， 0.35の二箇所に現れてい1.0 0.50 
? ?? ?
?







るが，気泡 2の振動が激しくなると，逆に気泡 2の振動が気泡 1に影響を及ぼす
に対応して発生しているのは，
2個の気泡の周波数応答曲線
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図 6.9，ま R1e=10μm，R2e=5μm， L=50μm (ω=0.5，ε=1/5)， Pa=0.5， 0.6， 0.7， 0.8 Pa=O.7)を表している.初期平衡半径が同じ場合には，初期条件から両者は全く






泡 2の3/1次のハーモニ yク振動は 6/2次のウルトラハーモニ yク振動に移行し，ている.
それに伴い気泡 1の周波数応答曲線の形も変化していることがわかる.
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の振動波形と同様に， η/d/2(π=1，3，5，.一)倍の成分が含まれていることがわかる. Eえ l'" コ
このことは，気泡 2が見かけ上，サブハーモニック成分を含んだ実際より高い圧 =il d 
~ 
力振幅で駆動されていることを示している. 。







図6.12はR1e=10μm，R2e=10μm， L=50μm(ω=1.0， e=1/5)， Pα=0.5，0.6，0.7，0.8 
の場合の同じ大きさの気泡の周波数応答曲線を表している.比較のため，図 6.12
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Ro(t)d fl. f.¥ I pa ~;..，，_r .~ l.. 
= hlw(t) +ー sin211"んt+ で一士~ h以t)+子山2πんq
flC10 "'0。凶b 、 t'C1O / 





式 (3.84)において A=O，LJJ→∞として， (a)と問機にエンタルビー項を圧力項
で書き直した式である.
(Ro(t)13fM) 内1 一一 ~Ro(t)ん(t)+ゴ1-3計九(t) α。o J ~ ~ 
183 
















Ro(t) d (L I~\ ， Pa _:_ ，_ r ~ 1 +ーーで~hJw(t) +ー sin21"んn































= {1 +ぞい(t)+ {1一等)ザザ (6.22) 
図6.16に Re=10μmの場合 (JN=333.43kHz)の単一気泡の分岐図を示す.図の
(a)~(h) は順にん=200.06kHz (0.6xfN)からん=433.47kHz(1.3xfN)まで 33.34
kHz (0.1xfN)ずつ音場の振動数を変化させた場合に対応している.これらの図を
見てみると， (a)~(e) に典型的に現れているように，気抱振動は 2n倍の周期倍化を
経てカオスに至ることがわかる.こうしたカオスに至る構造は現実のキ十ピテー
ションノイズにおいても観測されている(10) 次に， (a)から (d)までの図を比較
してみると， (a)において約Pa孟3.7の範囲に見られるカオス域が(b)では約Paミ
2.8， (c)では約九孟 2.4， (d)では約九;;;2.1というように，カオス域が開始する
圧力娠幅のしきい値が低下し，カオス域が低圧力振幅四IJに移行していることがわ




po+B((抑制(t)+B¥千 rP0+ B -Pasin 2πfJ1ul hg(t) = 一一一一一~! rJ:\-~ ~ -) _ (rv ' -_ r，::--"Ja-) " } (6.23) κ-1ρ∞ l¥ po+B J ¥ po+B J J 
図6.15は初期平衡半径 Re=10μm，ん=200.06kHz(=O.6xfN，fN:国有振動数)の
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(b) fa=233.40 kHz 
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(c) 1.1=266.75 kHz 






























































~~1 ;:;.::~・~~. .~:: 












Jダ.1~? ':l'j1~ 〆:マ1:L4・21.〉2 
.J:232L1.1: . "':-~・， ; ペ -J:
~・ 2 ・~...~~~ ~. :_~ ~':~'::' 
jfiおi勺i刑
事モ.:， ~"~~ふん川 L





4 3 2 
Pa 
4 3 2 
Pa 
。。







(叫ん=233AOkHz(a) fd=200.06 kHz 








































D 4 3 
Pa 
(d)ん=300.09kHz 
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正四面体の頂点に配置された 4個の気泡の分岐図
Rle=R'2e=R3e=R.e =10μm， L=100μm， fIN=292.46 kHz， 
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51 = T1 -R/ = 0， 





。0=広口叫 00=仇{3… (6.25) 
On = ¥/(nー 1)(山 )(n+2)会 (6.26) 
ここで， Xは気泡配置によって決まる定数， Qooは単一球形気泡の固有掻動数を表
している.次に，球形モード半径が音場に同期して
R/o = Re(l +6/osinOdt)， 6/0 <: 1 (6.27) 
と微小振動していると仮定し，変形モードに関する運動方程式(3.62)を610に対し
て線形化すると以下の式を得る.
d/nm + 2sJ/nm + (口~ + an sin Odt)d/nm 





δn = {(η+1/2)Q3-30:)Zbpn=ν(川仰川 1)/R:








強制振動項を無視し， nd = 2nnとすると，粘性散逸を考慮した場合のパラメー
ター励振を起こすしきい値えは次式で与えられる(26)
-;: 4(2η+1) /n+2_ (7J 
Vs - 4n _ 1 V n2 _ 1 vVσRe (6.31) 。
d= 0，0 = 2nnとすると， π次の変形モードがパラメーター励振を起こす気泡の平
衡半径(=R"n)は
R n=2σ{2(1 














R~~m = Rlnm + R1n( -m) 
(s) _:f 、
RI::m = i(Rlnm -R1n(-m))， 1 ~ m ~五 η (6.33) 
で表現されている ただし，図6刈d)の配置ではRWmは常に容である図6.23は
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図6.23 球形モードと変形モードの時間変化
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3(η+ l)vlOr f n . (η-2)RIOR1(n-1)0 M=-v{RI(n-1)o+ l-"~"-'/V . (2n -l)RIO 
~(n-1)Rn-2qJO n I ，，' i -ELnjuOん 1(∞S8JJ) 
+3(π ー l)(n+ l)V11T f D . (π-2)RlORI(n_1)(ー1)
2 l Il.I(叫ー 1)(ー 1)-r (2n _ l)RIO 






















+3(η ー l)(n+ l)vl(ー1)rf n . (η-2)R1oRJ(πー 1)1
2 "lκJ(n-1)1 + (2丸一l)RlO
N nn-2_ 、-5古吉町←1)1(めJ，'ltJJ)}，は 3
G3(π+ l)(n -m)vJOr f n . (η -2)R10R1(πー 1)(士m)







よい-l)(n -m -1)!RX2qJO- 1 Z1寸「Y(n-1)(土m)(めJ，'ltIJ)~ 乞 (π+m-1)・ IJ -"n-.1)\:J: T")\~~ .I 'T~"'JJ 
J~I 
3(η+ 1 )v/(土1)rf D I (η -2)R/oR/(n_l)土(m-l)
-2nlAI(n-1)土(m-1)T (2n -l)R/o 
N(η ー 1)(n-m)!Pn-2nm-1
1-伝一Y(n一町一1)(0仏 ψ/J)} 
J=I い+m-2)! LIJ -¥ -l/:t:¥m-l/，""'.，.'J'J 




J工作一 l)(n-m -2)!R?52qJo- l 一言 (n + m)! 寸「YMml)(9M叶，
#1 
η 孟 3，1 ~玉 m 豆 n (A.8) 
ただし，式(A.8)のR/(πー 1)ぷ(仇=土mまたは土(m+ 1))において， 1市1>π ー1のと
きには，R/(πー1);;=0とする (R/(n寸前および Y(n_l);;;(OIJ，ψIJ)についても同様). 








?」「?，?? ? (A.9) 
」 ぶ R~仰ぐ0(1 -1m!)!"， '¥ • --JU'JJ¥U ，-一一ーすYlm(O刀c，ψJI<)J1m ...一色 L3Kい+1川!)! (A.IO) 
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